Пример 1. 
Недостаточность 
условий оптимальности

Рассматривается чрезвычайно простая, на первый взгляд, задача оптимального управления, которая отличается от той, что была успешно решена ранее, лишь типом экстремума. Для этой задачи применяется принцип максимума. Полученная система может быть решена итерационно в соответствии методом последовательных приближений. При этом неожиданно выясняется, что различным начальным приближениям управления соответствуют разные пределы соответствующих последовательностей управлений. Более того, значения критерия оптимальности на различных предельных значениях управления могут не совпадать.

Возникшие неприятности наводят на мысль о том, что в описанной ранее общей схеме решения задач оптимального управления скрыты какие-то серьезные изъяны. Оказывается, что для рассматриваемого примера нарушаются свойства единственности оптимального управления и достаточности условий оптимальности, вследствие чего система условий оптимальности имеет существенно не единственное решение. Определяются ограничения, которые должны быть наложены на систему, чтобы оптимизационные задачи имели единственное решение, а условия оптимальности в форме принципа максимума были не только необходимыми, но и достаточными. Несмотря на то, что для рассматриваемого ниже примера эти требования нарушаются, соответствующая задача оптимального управления решается до конца. 

1.1. Постановка задачи

Для того чтобы понять природу принципа максимума рассмотрим достаточно простой пример, в значительной степени напоминающий тот, что мы рассматривали ранее. Пусть состояние системы описывается задачей Коши 
                                    
[image: image1.wmf]0

)

0

(

  

;

  

)

1

,

0

(

  

,

 

=

Î

=

х

t

u

x

&

 .                          (1.1)       
Управление  u = u(t)  выбирается из множества
U = {u |  | u(t) | ( 1,  t((0,1) } .

Критерий оптимальности в данном случае имеет следующий вид:


[image: image2.wmf](

)

ò

+

=

1

0

2

2

 

 

 

  

  

2

1

dt

x

u

I

 .

Ставится следующая задача оптимального управления:

Задача 1. Найти управление u(U , которое доставляет максимум функционалу  I  на множестве U.

Замечание 1.1. От рассмотренного ранее примера задача 1 отличается исключительно типом экстремума. 

То обстоятельство, что описанная выше общая методика решения оптимизационных задач предполагала поиск минимума функционала, не должно нас смущать. Очевидно, управление, доставляющее минимум функционалу -I , непременно будет доставлять максимум функционалу I . Можно рассуждать и по-другому: если для минимизации функционала I требуется найти максимум функции Н, то, очевидно, поиск максимума этого же функционала сведется к минимизации той же самой функции Н. Так или иначе, для исследования задачи 1 мы можем смело воспользоваться описанной ранее методикой. 

В силу исключительной близости поставленной задачи к рассмотренной ранее мы в праве надеяться, что в данном случае мы застрахованы от каких-либо сюрпризов, и оптимальное управление будет найдено без особого труда, подобно тому, как это делалось раньше. Тем удивительнее будет узнать, что эта задача радикально отличается от предыдущей, и это будет иметь далеко идущие последствия. 

1.2. Принцип максимума

Для приведения поставленной задачи к описанному ранее стандартному виду введем следующие обозначения:

f(t,u,x) = u , x0 = 0 , T=1 , g(t,u,x) = (u2 + x2)/2 , (u1 = -1, u2 = 1 ,

в точности совпадающие с теми, что были приняты в предшествующем примере. 

В соответствии с формулой (0.3) определяем функцию 

H = Hu)  =р u  – (u2 + x2)/2 . 

Тогда сопряженная система (0.8), (0.9) принимает вид
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Поскольку в данном случае осуществляется максимизация заданного функционала, а не его минимизация, как в предшествующем случае, условию максимума (0.12) будет соответствовать соотношение
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Таким образом, для нахождения трех неизвестных функций u, х, р мы имеем три условия (1.1) – (1.3). Они отличаются от рассмотренной ранее системы (0.13) – (0.15) лишь типом экстремума функции Н. 

Как и в предшествующем случае найдем решение условие максимума (1.3). Приравнивая нулю ее производную, будем иметь  
(H/(u =р – u =,

откуда следует, что функция Н имеет единственную точку локального экстремума  u = р (ту же самую, что и в предшествующем примере). Поскольку вторая производная от Н отрицательна, мы имеем дело с ее максимумом, а не минимумом. Это означает, что данная функция вообще не имеет локальных минимумов. Таким образом, минимум функции Н может достигаться исключительно на границе множества допустимых управлений.  

Находим значения

H1)  =р – (1 + x2)/2 ,  H1)  =-р – (1 + x2)/2 .

Решение условия минимума (1.3) соответствует наименьшему из этих двух значений. Таким образом, приходим к следующей формуле:
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Соотношение (1.4) позволяет найти управление по известному решению сопряженной системы (см. рис. 4).
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Рис. 4. Решение условия минимума (1.3) при известном значении  р.
Итак, для нахождения трех неизвестных функций  u , x , p  мы имеем систему (1.1), (1.3), (1.4). Эту задачу можно решить итерационно. Сначала по известному управлению из задачи Коши (1.1) находится соответствующее ему состояние системы. Затем решается сопряженная система (1.3), после чего по формуле (1.4) определяется новое приближение управления. Процесс продолжается вплоть до получения необходимой степени точности.  

1.3. Анализ условий оптимальности

Согласно формуле (1.4) управление может принимать только два значения, выбор которых определяется знаком функции р. Предположим, что справедливо равенство  
u(t) = 1 ,  t((0,1) ,
что соответствует отрицательности функции р. Подставляя это значение в задачу (1.1), находим состояние
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Интегрируя это равенство от произвольного значения t до единицы, находим
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Отсюда следует, что функция  р = р(t)  при  t((0,1)  принимает исключительно отрицательные значения. Тогда согласно формуле (1.4) ей действительно соответствует управление, тождественно равное единице. 

Полученные результаты говорят о том, что тройка функций

                   u(t) = 1 ,  x(t) = t ,  p(t) = (t2–1)/2 ,  t((0,1)             (1.5)    

является решением задачи (1.1), (1.3), (1.4). В частности, если управление, тождественно равное единице, задается в качестве начального приближения, то соответствующий итерационный процесс сходится за одну итерацию (поскольку за начальное приближение выбрано решение задачи).

Предположим теперь, что выполняется равенство  
u(t) = -1 ,  t((0,1) ,
что соответствует положительности функции р. Подставляя это значение в задачу (1.1), находим состояние
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Интегрируя это равенство от произвольного значения t до единицы, находим
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Отсюда следует, что функция  р = р(t)  при  t((0,1)  принимает исключительно положительные значения. Тогда согласно формуле (1.4) ей действительно соответствует управление, тождественно равное минус единице. 

Таким образом, тройка функций

                   u(t) = -1 ,  x(t) = -t ,  p(t) = (1–t2)/2 ,  t((0,1)             (1.6)    

также является решением задачи (1.1), (1.3), (1.4). В частности, если управление, тождественно равное -1, задается в качестве начального приближения, то соответствующий итерационный процесс также сходится за одну итерацию.

Итак, мы определили два решения системы (1.1), (1.3), (1.4). Естественно, задаться вопросам: достигается ли на них одно и то же значение функционала I ? Вычисляет значения:
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Таким образом, значение функционала на обоих найденных управлениях одно и то же, т.е. оба эти управления совершенно равноправны. 
Вывод 1.1. Система (1.1), (1.3), (1.4) имеет два решения, 
которым соответствует одно и то же значение функционала.

Отметим, что решения (1.5) и (1.6) системы условий оптимальности различаются исключительно знаком. Возникает вопрос, насколько удивительным является сам факт наличия двух решений, который получаются одно из другого в результате смены знака? Предположим, что тройка функций  u , x , p  является решением системы (1.1), (1.3), (1.4). Тогда справедливы соотношения:
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Наконец, из равенства (1.4) следует формула
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Таким образом, функции  -u , -x , -p  также будут удовлетворять этим соотношением. 

Вывод 1.2. Если функции  u , x , p  является решением системы (1.1), (1.3), (1.4), то функции  -u , -x , -p  также будут решениями этой задачи.

Итак, уже в самой системе условий оптимальности заложено наличие двух решений, различающихся исключительно знаком. Отметим, однако, что условия оптимальности, в свою очередь, являются следствием исходной постановки задачи оптимального управления. Рассмотрим произвольное допустимое управление u, которому соответствует решение x задачи (1.1). Тогда управление -u непременно будет элементом множества допустимых управлений. Как уже отмечалось, функция -x оказывается решением задачи (1.1), соответствующим управлению -u . В результате получаем равенства
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Таким образом, на управлениях u и -u рассматриваемый функционал принимает одно и то же значение.

Вывод 1.3. Если управление u доставляет максимум функционалу I на множестве U, то управление -u также максимизирует этот функционал на данном множестве. 

Итак, уже в самой постановке задачи оптимального управления заложено наличие двух ее решений.

Замечание 1.2. В рассмотренном ранее примере также реализуются свойства, сформулированные в выводах 1.2 и 1.3, хотя соответствующая система условий оптимальности и задача оптимального управления (минимизация функционала I на множестве U) имеют единственное решение. Дело в том, что соответствующая тройка функции u, x, p и оптимальное управления тождественно равны нулю. Вследствие этого смена знака не приводит к новым решениям. В данном же случае нулевые функции никак не могут быть решениями, а значит, меняя знак, мы получаем что-то новое.

В процессе исследования задачи 1 мы столкнулись с отсутствием единственности решения задачи оптимального управления. В этой связи хотелось бы понять, почему в предшествующем примере оптимальное управления было единственным, а в данном случае – нет ?

1.4. Единственность оптимального управления

Сам факт того, что одни экстремальные задачи имеют единственное решение, а другие – нет, едва ли вызывает особое удивление. В частности, задача минимизации простейшей квадратичной функции 
f  =  f (x)  =  x2 
на отрезке [-1,1] имеет единственное решение, а задача ее максимизации имеет уже два решения (см. рис. 5).
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Рис. 5. Парабола на отрезке [-1,1] имеем один минимум, но два максимума.
Нетрудно выявить свойство, которым различаются минимизируемые функции  f (x) = x2  и g(x) = -x2 (максимизация f равносильна минимизации g). Всё дело в выпуклости рассматриваемой функции. Известно, что некоторая функция  f = f (x)  называется выпуклой на отрезке [a,b] , если справедливо неравенство
f [х + (1–) у]  (  f(х) + (1–) f(у)  (х,у([а,b] , ((0,1) .

Если в этом соотношении знак равенства реализуется исключительно при  х = у , то рассматриваемую функцию называют строго выпуклой. Геометрически выпуклость функции означает, что часть кривой  
f = f(x) , соединяющая точки с координатами (х,f (х)) и (у, f(у)), располагается не выше (для строго выпуклой функции – ниже) отрезка прямой, соединяющей эти точки (см. рис. 6).
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Рис. 6. Выпуклость функций.

Приведенное определение естественным образом распространяется на функционалы. Пусть задан функционал  I  на некотором множестве U. Прежде всего, множество U называется выпуклым, если для любых его точек  х и  у  множество точек вида  х + (1–) у при ([0,1] (отрезок, соединяющий эти точки) целиком принадлежит U (см. рис. 7).
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Рис. 7. Выпуклость множества.

Итак, функционал I  на выпуклом множестве U называется выпуклым, если справедливо соотношение

I [u + (1–) v] ( I(u) + (1–) I(v)  (u,v(U , ([0,1] .

Строгая выпуклость функционала определяется так же, как и для функций. 

Теперь представляется возможным сформулировать теорему единственности минимума функционала.

Теорема 1. Строго выпуклый функционал на выпуклом множестве не может иметь две точки минимума. 

Доказательство. Предположим, что существует две различные точки х и у минимума строго функционала I на выпуклом множестве U. Тогда элемент  х + (1–) у  для любого числа  ((0,1)  в силу выпуклости множества U будет принадлежать этому множеству. Учитывая строгую выпуклость функционала, установим соотношение

I [х + (1–) у]  <  I(х) + (1–) I(у)  =

=   min I(U) + (1–) min I(U) =  min I(U) .

Итак, нашелся такой элемент множества U, на котором значение функционала меньше минимально возможного значения. Таким образом, предположение о существовании двух различных точек минимума привело к противоречию.

Замечание 1.2. Естественно, невыпуклый функционал также может иметь единственный минимум (см. рис. 8). Теорема 1 говорит лишь о том, что в условиях строй выпуклость функционала единственность гарантирована.


[image: image20.wmf]
Рис. 8. Невыпуклая функция может иметь единственный минимум.

Замечание 1.3. В теореме 1 утверждается то, что в условиях строгой выпуклости функционала задача его минимизации не может иметь двух решений, т.е. в случае существования ее решения последнее оказывается единственным. Естественно, проблема разрешимости поставленной задачи приведенным выше результатом не решается. 

Покажем, что с помощью теоремы 1.1 можно доказать единственность оптимального управления в задаче минимизации определенного в настоящем примере функционала I, в то время, как для задачи его максимизации эта теорема не применима. Прежде всего, отметим, что теорему 1.1 еще нужно адаптировать к задачам оптимального управления. Дело в том, что зависимость критерия оптимальности от управления характеризуется не только явно входящим в функционал управлением, но и состоянием системы, связанным с управлением посредством задачи (1.1). Это обстоятельство вносит определенные сложности, но не служит непреодолимым препятствием.

Пусть u1 и u2 есть два различных допустимые управления, которым соответствует решения х1 и х2 системы (1.1). Тогда выполняются условия 
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Умножая первые из этих соотношений на число  ((0,1) , а вторые – на (1–и складывая результаты, будем иметь 
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В то же время, обозначив через х3 решение задачи (1.1), соответствующее управлению  u3 = u1 + (1–u2 , будем иметь 
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На основе полученных результатов приходим к следующему равенству

                                         х3  х1 + (1–х2 .                               (1.7)

Оценим значение


[image: image24.wmf][

]

ò

+

=

1

0

2

3

2

3

3

.

 

 

)

(

)

 

(

 

  

  

)

(

2

1

dt

x

u

u

I

 

В силу строгой выпуклости квадратичной функции для любого значения  t((0,1)  справедливы неравенства
[u3(t)]2  =  [u1(t) + (1–u2(t)]2  < u1(t)]2 + (1–u2(t)]2 ,

[x3(t)]2  =  [x1(t) + (1–x2(t)]2  < x1(t)]2 + (1–x2(t)]2 .

Интегрируя полученные выражения, приходим к неравенству 
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Итак, функционал  I = I(u)  действительно является строго выпуклым. Тогда из теоремы 1.1 следует, что задача его минимизации на множестве U действительно имеет единственное решение. В то же время задача 1 соответствует его максимизации, что эквивалентно задаче минимизации функционала -I. Однако для последнего приведенные выше неравенства реализуются в обратном направлении, что соответствует условию вогнутости, совсем не гарантирующему единственность решения задачи (здесь полная аналогия с правым рисунком 5). Полученные результаты позволяют понять, почему задачи минимизации и максимизации рассматриваемого функционала столь сильно различаются свойствами.    

Замечание 1.3. Не следует думать, что проверка выпуклости функционала для задач оптимального управления общего вида является столь простой задачей. В данном случае достижение желаемой цели связано с получением равенства (1.7), за которым стоит линейный характер зависимости функции состояния от управления. Это, в свою очередь, объясняется тем обстоятельством, что как управления, так и состояние системы входят в задачу (1.1) линейно. Проверка выпуклости критерия функционала даже для достаточно простых нелинейных уравнений является чрезвычайной сложности. В этой связи обоснование единственности оптимального управления для нелинейных систем удается провести лишь в исключительных случаях.

1.5. Продолжение анализа условий оптимальности

Установив закономерность отсутствия единственности оптимального управления в задаче 1, мы вновь возвращаемся к системе (1.1), (1.3), (1.4). Ранее нами было найдено два ее решения, различающиеся только знаками. Естественно, задаться вопросом: нет ли у этой системы других решений?

Как видно, из формулы (1.4), управление может принимать лишь два значения в зависимости от знака функции р. Найденные ранее постоянные значения управления соответствуют случаю, когда решение сопряженной системы знакопостоянно. Однако эта функция, в принципе, может и менять знак. Предположим, что существует такая точка  из интервала (0,1), что при t< функция р положительна, а при t> – отрицательна. Тогда из формулы (1.4) находим управление   
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Очевидно, соответствующее ему решение задачи (1.1) при t< равно х(t) = t . В частности, х() =  . Тогда при t> определяем
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Итак, состояние системы на управлении, определяемом по формуле (1.8), имеет вид
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Поскольку сопряженное состояние известно в конечный момент времени, решение задачи (1.3) сначала определяется при  t>:
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Нас интересует такая функция р, которая в точке  t = меняет знак, т.е. обращается в нуль. В результате получаем соотношение

р()  =  (1 – ) (1 – 3)/2 = 0 .

Полученное соотношение представляет собой квадратное уравнение относительно параметра , которое имеет два решения  = 1  и   = 1/3. Первое из них тривиально: нам и так известно, что функция р обращается в нуль в конечный момент времени. Особый интерес представляет значение   = 1/3 , принадлежащее интересующему нас интервалу времени.

Итак, существует единственное точка   = 1/3 , в которой решение задачи (1.3) может обратиться в нуль. Решая эту задачу от произвольного момента времени  t((0,1/3) до 1/3 , находим значение
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Таким образом, решение сопряженной системы определяется по формуле 
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Очевидно, функция р принимает отрицательные значения при t< и положительные значения – при t>. Тогда в соответствии с формулой (1.4) управление будет иметь вид
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что согласуется с формулой (1.8) при  = . 

На основании проделанного анализа заключаем, что система (1.1), (1.3), (1.4) имеет еще одно решение, для которого управление – разрывно, состояние системы – не дифференцируемо, а решение сопряженной системы – меняет знак в точке = . Существование третьего решения условий оптимальности, явно отличающегося от двух предыдущих, наводит на определенные мысли и предвещает нечто не слишком приятное. Более того, как мы уже знаем, функции, отличающиеся от найденных только знаком, также будут решением задачи (1.1), (1.3), (1.4), уже четвертым по счету.

Вывод 1.4. Система (1.1), (1.3), (1.4) имеет, по меньшей мере, четыре решения.

Мы знаем, что значение функционала I на первых двух найденных управлениях (равных тождественно единице и минус единице) совпадают между собой. Не вызывает сомнение и совпадение функционалов на двух последних управлениях, коль скоро они различаются только знаком. Однако совершенно не ясно, совпадут ли значения критерия оптимальности на первом и третьем из найденных управлений ?

Найдем значение функционала на управлении, определяемом по формуле (1.9). Имеем 
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Это значение явно не совпадает с тем, что было установлено ранее.

Вывод 1.6. На различных решениях системы (1.1), (1.3), (1.4) функционал принимает разные значения.

Если на различных решениях условий оптимальности значения критерия оптимальности различаются, то это означает, что одни из этих решений хуже других, поскольку максимизируемый функционал принимает на них никак не достигает своего максимума. 

Вывод 1.7. Не всякое решение условий оптимальности оптимально, т.е. условия оптимальности не являются достаточными.

Итак, мы столкнулись с ситуацией, когда в процессе решения системы условий оптимальности могут получиться управления, заведомо не являющиеся оптимальными. Необходимо понять, почему не всякое решение принципа максимума является оптимальным управлением? Кроме того, предстоит выяснить, чем объяснить тот факт, что в предшествующем примере достаточность условий оптимальности все-таки реализуется? 

1.6. Достаточность условий оптимальности 

Вывод условий оптимальности в форме принципа максимума осуществлялся нами по следующей схеме. Если некоторое допустимое управление является оптимальным, то соответствующее приращение функционала должно быть не отрицательным. Далее следовала серия преобразований формулы приращения функционала, итогом которых и было условие максимума. Тем самым из оптимальности управления следовала справедливость принципа максимума, что соответствует необходимости условий оптимальности. Достаточность условия оптимальности, напротив, предполагает, что любое его решение непременно является оптимальным управлением. Таким образом, отсутствие достаточности означает необратимость цепочки рассуждений, связывающих предположение об оптимальности управления (причину) с утверждением о справедливости принципа максимума (следствие). Возникает вопрос, на какой именно стадии вывода условий оптимальности была нарушена обратимость причины и следствия?

Вернемся к схеме вывода принципа максимума. Предположение об оптимальности управления u означает выполнении неравенства

                         (I  =  I(v,y) – I(u,x) ( 0  (v(U ,                       (0.4)
где х и у – функции состояния системы на управлениях u и v соответственно. Это соотношение эквивалентно условию

                    (L  =  L(v,y,) – L(u,x,) ( 0  (v(U , (              (0.5)

где L – определяемый стандартным образом функционал Лагранжа. После серии эквивалентных преобразований неравенство (0.5) было приведено к виду
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После соответствующего определения сопряженной системы неравенство (0.7) принимало вид 
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До этих пор все рассуждения были обратимыми. Действительно, если некая функция u удовлетворяет неравенству (0.10), то любое приращение функционала Лагранжа на этом управлении при выбранном значении функции  будет не отрицательным. Однако по определению функционал Лагранжа на любом значении функции  (в том числе, и на решении сопряженной системы) совпадает с критерием оптимальности. Отсюда следует выполнение неравенства (0.4), а значит, оптимальность управления u.

Дальнейший ход рассуждений состоял в следующем. Коль скоро величина ( имеет второй порядок относительно приращения управления, а интеграл, стоящий в левой части неравенства (0.10) – первый, то при управлениях v, достаточно близких к u, знак их суммы будет определяться исключительно знаком интеграла, что дает соотношение
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Затем в качестве управления v выбиралась игольчатая вариация 
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где w(U, ((0,1),  – малый положительный параметр. Разделив неравенство (0.11) на 2 и переходя к пределу при (0 , получаем соотношение
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которое в силу произвольности точки и управления w, приводится к условию максимума 
       
[image: image40.wmf][

]

[

]

 

)

λ(

),

(

,

,

max

 

 

   

)

λ(

),

(

),

(

,

t

t

x

w

t

H

t

t

x

t

u

t

H

U

w

Î

=

, t ((0,Т) .      (0.12)
Предположим, что управление u удовлетворяет условию максимума (0.12), а значит, и предшествующему неравенству. Интегрируя последнее, установим, что с точностью до обозначения произвольного управления справедливо и соотношение (0.11). Если бы теперь удалось получить неравенство (0.10), то было бы справедливо и соотношение (0.4), что соответствует оптимальности управления u. Таким образом, единственный "сомнительный" этап вывода принципа максимума связан с переходом от неравенства (0.10) к условию (0.11). 
Вывод 1.8. Потеря достаточности условий оптимальности связана с отсутствием эквивалентности соотношений (0.10) и (0.11).

Вспомним, однако, что в предшествующем примере достаточность все-таки имела место, что свидетельствует об эквивалентности указанных соотношений. В этой связи представляет интерес выявлений условий, гарантирующих достаточность принципа максимума. Если управление u доставляет минимум функционалу I, то оно будет удовлетворять соотношению (0.11), которое можно записать в виде 
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Очевидно, если к левой части этого неравенства добавить неотрицательную величину, то его знак не изменится. Предположим, что остаточный член ( является не отрицательным. Тогда, добавляя к интегралу в левой части последнего неравенства неотрицательное значение (, получаем соотношение (0.10), откуда, как мы уже знаем, следует оптимальность управления u. Таким образом, устанавливается оптимальность решения условия максимума, а значит, достаточность условий оптимальности для предшествующего примера. В результате приходим к следующему заключению:

Теорема 2. Если остаточный член в формуле приращения минимизируемого функционала является неотрицательным, то принцип максимума оказывается достаточным условием оптимальности.

Замечание 1.4. Естественно, в задаче максимизации функционала достаточность условия оптимальности гарантирована в случае неположительности (. 

Замечание 1.5. Из полученных результатов не следует, что в случае отрицательности значения ( принцип максимум заведомо является не достаточным условием оптимальности. Единственное, что можно сказать наверняка, состоит в том, что приведенная выше схема доказательства достаточности для отрицательных значений ( не работает.

Попытаемся доказать достаточность принципа максимума для рассматриваемого примера в соответствии с теоремой 2. Для этого следует расписать явный вид остаточного члена (. Как известно, в общем случае он определяется по формуле 
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Здесь (1 соответствует члену второго порядка, получаемому в результате преобразования части критерия оптимальности, характеризующей состояние системы в конечный момент времени. Значение (2 связана с членами второго порядка при разложении величины H(t,u,х+(x,р) . Наконец, имеем (3 = [Hх(t,v,х,р) – Hх(t,u,х,р)] (x . 

Применительно к обсуждаемому примеру справедливы равенства (1 = 0 , поскольку критерий оптимальности не зависит от состояния системы в конечный момент времени; и (3 = 0 , так как производная Нх в данном случае не зависит от управления. Таким образом, остается значение

(2  =  H(t,v,х+(x,р) – H(t,v,х,р) – Hх(t,v,х,р) (x . 
В рассматриваемом случае функция Н определяется по формуле

H =р u – (u2 + x2)/2 .

В результате находим

(2 = [-(х+(x)2 + x2 + 2x(x]/2 = -(x2/2 ,
откуда следует
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Таким образом, в соответствии с теоремой 2 принцип максимума для рассматриваемого примера действительно должен гарантировать оптимальность управления.

Вывод 1.9. Достаточность условий оптимальности в форме принципа максимума для задачи 0 следует из неотрицательности остаточного члена.

Остается еще понять, почему аналогичные результаты не удается получить для задачи 1? В этой задаче рассматривается не минимум, а максимум функционала I. Это означает, что в приведенных выше соотношениях следует всюду поменять тип неравенства. В частности, оптимальность управления эквивалентна не (0.10), а соотношению
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а решение условия оптимальности (условия минимума функции Н) вместо (0.11) будет удовлетворять неравенству 
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где функция Н, а значит, и величина ( определяются так же, как и раньше (рассматриваемые примеры различаются исключительно типом экстремума). 

Итак, решение условие оптимальности для задачи 1 будет удовлетворять последнему соотношению. Однако, если к интегралу, стоящему в его левой части, добавить неотрицательное значение ( , то (в отличие от предшествующего случая) знак неравенства может измениться, а значит, предшествующее условие, эквивалентное утверждению об оптимальности управления, не обязано выполняться. В этой связи, можно понять отсутствие достаточности условия оптимальности для задачи 1.    
Вывод 1.10. Отсутствие достаточности условий оптимальности в форме принципа максимума в задаче 1 связано со знаком остаточного члена в формуле приращения функционала.

Нам еще предстоит выяснить, какие именно свойства исходной постановки задачи обусловили достаточность условий оптимальности в одном случае и отсутствие достаточности в другом случае? Для этого достаточно понять, что именно в конкретном случае гарантировало неотрицательность величины (?

Прежде всего, установим, при каких условиях будут выполняться равенства (1 = 0 , (3 = 0 . Первое из них реализуется в том случае, когда минимизируемый функционал не зависит от состояния системы конечный момент времени. Для справедливости второго равенства достаточно, чтобы функции f и g , входящие в уравнение состояния и минимизируемый функционал, имели вид 
f(t,u,x) = f1(t,u) + f2(t,x) ,  g(t,u,x) = g1(t,u) + g2(t,x) .

При этих условиях справедливо равенство (1.10) принимает вид

(2(()  =  H(t,v,х+(x,р) – H(t,v,х,р) – Hх(t,v,х,р) (x  =

=  р [ f2(t,x+(x) – f2(t,x) – f2х(t,x)(x] – 
– [g2(t,x+(x) – g2(t,x) – g2х(t,x)(x] .

Неотрицательность значения ( гарантирована в случае неотрицательности величины (2 . Однако в силу того, что решение сопряженной системы р нам не известно (оно будет найдено лишь в процессе решения условий оптимальности), установить знак  мы сможем лишь тогда, когда коэффициент при р обращается в нуль, что реализуется в том случае, когда функция f2 линейна относительно х. При сделанных предположениях справедливо равенство
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Очевидно, последнее значение оказывается неотрицательным в том случае, когда функция g2 выпукла по второму аргументу. 

Вывод 1.11. Достаточность условий оптимальности в форме принципа максимума гарантирована для задачи минимизации на некотором множестве U функционала 
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причем функция f2 выпукла по второму аргументу.
Естественно, пример 0 удовлетворяет приведенным выше требованиям, а пример 1 – нет, чем и обусловлены полученные ранее результаты.

Замечание 1.6. Понятно, что при нарушении указанных условий принцип максимум может, тем не менее, оказаться достаточным условием оптимальности.

Замечание 1.7. Надо иметь в виду, что для достаточно сложных задач оптимального управления установить знак остаточного члена в формуле приращения функционала, как правило, не удается. Установление достаточности принципа максимума для систем, описываемых нелинейными уравнениями, является задачей исключительно высокой степени сложности.

Можно также задаться вопросом, что же стоит считать правилом, а что исключением: наличие достаточности принципа максимума или ее отсутствие? Коль скоро достаточность гарантируется лишь в случае знакоопределенности остаточного члена, свойство это наблюдается лишь в исключительных случаях.  

Вывод 1.12. Достаточность условий оптимальности в форме принципа максимума реализуется лишь в исключительных случаях.
1.7. Завершение анализа условий оптимальности

Анализ условий оптимальности в форме принципа максимума пока еще не завершен. Мы уже знаем, что система (1.1), (1.3), (1.4) имеет, по крайней мере, четыре решения, причем два из них никак не дают оптимальными управлениями. Однако до сих пор нам неизвестно, все ли решения системы были найдены? 

Согласно формуле (1.4) управление должно быть кусочно постоянным. Первые два решения были получены в предположении, что управление постоянно или, что эквивалентно, что функция р не меняет знак. Следующие два решения были найдены, исходя из допущения, что управление имеет одну точку разрыва, а функция р меняет знак в одной точке. Однако, в принципе, не исключено, что управление имеет две точки разрыва на интервале (0,1) и, например, имеет следующий вид 
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Это возможно в том случае, когда функция р положительна на интервалах (0,1) и  (2,1) и отрицательна при  t((1,2) .

Соответствующее решение задачи (1.1) определяется по формуле
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В результате интегрирования сопряженного уравнения по интервалам  (1,2) и (2,1) с учетом того, что на каждой их границе функция р должна обращаться в нуль, получаем два равенства
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В результате получаем соотношения  
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Учитывая, что тривиальные решения  1 = 2  и 2 = 1 нас не устраивают (при этих условиях мы не получим две точки разрыва управления), получаем соотношения 
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Отсюда следует, что существует единственная пара точек  1 = 1/5  и 
2 = 3/5 , обладающих необходимыми свойствами. 

Проверим знак функции р на каждом из трех полученных интервалов. При  t((0,1/5)  имеем
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При  t((1/5,3/5)  получаем
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Наконец, при  t((3/5,1)  будем иметь
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Таким образом, знак получаемой функции р согласуется с поведением управления, т.е. равенство (1.4) действительно имеет место. Следовательно, мы определили уже пятое решение системы условий оптимальности. Шестое решение получается из пятого с помощью изменения знака.

Аналогичные рассуждения можно провести и в общем виде. Для произвольного номера k (k = 0, 1, …) отрезок [0,1] разбиваем на 2k+1 равных частей. На первом из них полагаем управление равным 1, на последующих двух – -1, на двух следующих – 1, на очередных двух – 
-1 и т.д. Получаемую в результате функцию обозначаем через 
[image: image57.wmf]+
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. Соответствующее ей решение 
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 задачи (1.1) является кусочно линейной функцией, а решение
[image: image59.wmf]+
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 задачи (1.3) – дифференцируемая функция, меняющая знак в точках разрыва управления (см. рис. 9). Наряду с этим существует также решение 
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. Таким образом, каждому значению k (числу точек разрыва) соответствуют ровно два управления, удовлетворяющие условиям оптимальности. 

Вывод 1.13. Система (1.1), (1.3), (1.4) имеет бесконечное множество решений.

Естественно задаться вопросом, какое из решений условий оптимальности является оптимальным? Для ответа на этот вопрос находим значения функционала
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Полученные результаты говорят о том, что с ростом параметра k значение функционала убывает.

Вывод 1.14. Задача 1 имеет ровно два решения – управления, тождественно равные 1 и -1.

Таким образом, поставленную задачу можно считать решенной до конца.

Замечание 1.7. Характерно, что задача оказалась решенной, несмотря на том, что принцип максимума не является достаточным условием оптимальности. При этом сначала с помощью принципа максимума было выделено множество всех решений условий оптимальности. Затем были выбраны наилучшие (в смысле значения функционала) управления из множества решений принципа максимума, которые и оказались оптимальными. 
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Рис. 9. Решения системы условий оптимальности в задаче 1.

Представляет интерес вопрос, какими свойствами обладают неоптимальные решения принципа максимума? Простейшим примером необходимого, но не достаточного условия экстремума функции является равенство нулю ее производной в соответствующей точке (условие стационарности Ферма). При этом все решения получаемого соотношения либо являются точками локального экстремума, либо точками перегиба функции. Можно ожидать, что и неоптимальные решения принципа максимума также обладают некоторыми особыми свойствами по отношению к максимизируемому функционалу I.
Можно, в частности, убедиться, что функции 
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 доставляют максимума функционалу I среди всех функций, имеющих разрыв в точке  t = 1/3 . Кроме того, они доставляют экстремум этому функционалу в классе всех функций, равных по модулю единице и имеющих единственную точку разрыва. Действительно, пусть функция u равна единице при t< и равна минус единице при t>. Тогда решение задачи (1.1) равно 
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Определяем соответствующее значение функционала
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Функция одной переменной  I = I()  на отрезке [0,1] (заданный интервал времени) три точки экстремума:  = 0 , = 1 и  = 1/3 . Первые две из них соответствуют непрерывному управлению и соответствуют решениям задачи 1. В то же время точка  = 1/3  доставляет … минимум функции I = I() на отрезке [0,1] , а значит, и минимум заданного функционала в классе функций, тождественно равных единице и имеющих одну точку разрыва. Аналогичными свойствами обладают и другие неоптимальные решения принципа максимума.
Вывод 1.15. Неоптимальные решения условий оптимальности обладают особыми свойствами по отношению к критерию оптимальности.

Еще одно любопытное заключение можно сделать, если попытаться записать систему (1.1), (1.3), (1.4) в несколько ином виде. 
Исключая из нее функции u и х, получаем краевую задачу

                  
[image: image67.wmf]0

)

0

(

 

,

 

0

)

1

(

 

;

 

)

1

,

0

(

  

,

 

)

(

=

=

Î

=

p

p

t

p

F

p

&

&

&

 ,                 (1.14) 

где через F(p) обозначена правая часть равенства (1.4). В силу эквивалентности задачи (1.14) исследуемой системе условий оптимальности приходим к следующему заключению.
Вывод 1.16. Краевая задача (1.14) имеет бесконечное множество решений.

Рассмотрим теперь нелинейное уравнение теплопроводности
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с граничными условиями
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и некоторыми начальными условиями, где функция F имеет тот же вид, что и в соотношении (1.14). Очевидно, положение равновесия для системы (1.15), (1.16) является решением краевой задачи 
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которая с точностью до обозначений совпадает с задачей (1.14). Тогда на основании полученных ранее результатов приходим к следующему заключению:

Вывод 1.17. Система (1.15), (1.16) имеет бесконечное множество положений равновесия.

На этом исследование задачи 1 будем считать завершенным.

1.8. Окончательные итоги

На основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы:

1. В процессе исследования оптимизационных задач можно столкнуться с отсутствие единственности оптимального управления.

2. Единственность оптимального управления гарантируется в условиях строгой выпуклости минимизируемого функционала.

3. Не всякое решение принципа максимума является оптимальным управлением, что соответствует отсутствию достаточности условия оптимальности.

4. Достаточность условия максимума гарантируется в случае неотрицательности остаточного члена в формуле приращения функционала.

5. Неотрицательность остаточного члена реализуется наверняка для линейных систем с интегральным минимизируемым функционалом, в котором подынтегральное выражение представляется в виде суммы двух функций, одна из которых зависит только от управления, а вторая – только от состояния, причем последняя функция является выпуклой. 

6. Отсутствие достаточности условия оптимальности еще не означает невозможность полного решения задачи.

7. Неединственность решения условий оптимальности можно обнаружить экспериментально, задавая различные начальные приближения и наблюдая сходимость итерационного процесса к разным пределам.

8. Недостаточность условий оптимальности может быть обнаружена экспериментально, если значение минимизируемого функционала хотя бы на одной промежуточной итерации оказывается меньше получаемого предельного значения функционала.

9. Достаточность условий оптимальности в форме принципа максимума реализуется лишь в исключительных случаях.
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